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Представлена разработка модели упругого кольца с учётом контактных явлений по выступам. В 

работе упругое демпферное кольцо моделируется набором прямых балок, соединённых шарнирами. 
Предложена методика расчёта средневзвешенной жёсткости участков кольца, содержащих 

выступы и гладкую упругую часть, которая необходима для дальнейшего расчёта жёсткости 

всего кольца. 
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Введение 

В большинстве авиационных двигателей используются упругие опоры как ключевая 

часть конструкции для снижения вибрации. Опоры, имеющие тонкостенные кольца с высту-

пами по наружным и внутренним поверхностям, нашли широкое применение в авиационных 

ГТД различных стран. В данной статье представлена разработка модели упругого кольца с 

учётом контактных явлений по выступам.  В работе упругое демпферное кольцо моделиру-

ется набором прямых балок, соединённых шарнирами.  

Детальное распределение зон контакта выступов упругого кольца рассчитывается чис-

ленным методом. На основании численных расчётов делается некоторое обобщение картины 

работы выступов упругих колец в целом, вне зависимости от числа выступов и прочих габа-

ритов. 
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Предложена методика расчёта средневзвешенной жёсткости участков кольца, содер-

жащих выступы и гладкую упругую часть, которая необходима для дальнейшего расчёта жё-

сткости всего кольца. 

 

1 Краткое описание модели 

В работе рассматривается демпфер с упругим кольцом. В известных работах [1–4] жё-

сткость упругого кольца обычно определялась либо путём численного моделирования с по-

мощью программного обеспечения и фактических измерений компонентов, либо аналитиче-

ски. При аналитическом подходе каждый сегмент упругого кольца обычно рассматривается 

как независимая, жёстко закреплённая балка [5, 6] в форме дуги или прямой, а затем жёст-

кость каждого сегмента балки складывается для получения общей величины жёсткости.  

В настоящей работе представлено моделирование упругого кольца с учётом контакт-

ных явлений по выступам.  Расчётная схема кольца, использованная для анализа, представ-

лена на рисунке 1. Физический смысл геометрических параметров и их величины, принятые 

для расчётов, приведены в таблице 1. 

 

 
Рисунок 1 – Принципиальная схема поперечного сечения модели демпфера с упругим кольцом 

 

Таблица 1 – Геометрические параметры упругого кольца 

Обозначение 

параметра 
Физический смысл Величина 

D1 внутренний диаметр 97 мм 

D2 внутренний диаметр гладкой части кольца 97,4 мм 

D3 наружный диаметр гладкой части кольца 99,4 мм 

D4 наружный диаметр поперечного сечения упругого кольца демпфера 99,8 мм 

a ширина выступа 5,15 мм 

b длина упругой части кольца (рис.1-3).  10,3 мм 

l длина симметрической балки  25,75 мм 

H толщина кольца 1 мм 

h высота выступа 0,2 мм 

w заданная начальная деформация 70 мкм 

t ширина упругого кольца по оси 11 мм 

n число выступов упругого кольца 10 
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Упругое кольцо разделено на четыре сегмента (1, 2, 3, 4 в кружках). Как показано на 

рисунке 1, через центр первого сегмента (пронумерован) проходит ось симметрии. 

Согласно работе [7], в случае посадки кольца с зазором нижняя часть кольца не работа-

ет. 

 

2 Анализ влияния контактов по выступам упругих колец 

 

Для оценки поведения упругого кольца в зонах контактов по выступам был проведён 

расчёт в среде Ansys Workbench 2021R2. Размеры соответствуют указанным в таблице 1. 

Контакты моделировались с учётом сил трения с возможностью проскальзывания в статиче-

ской постановке. Параметры граничных условий, построение сетки и прочие настройки чис-

ленной модели были выбраны на основе опыта моделирования данного типа демпферов.  

Моделировались внутреннее внешнее корпусные кольца и упругое кольцо. Результаты 

численного расчёта упругого кольца при смещении вверх показаны на рисунке 2. Видно, что 

имеет место контактное взаимодействие между упругим и внешним кольцами. Числа на ри-

сунке 2 соответствуют позициям на рисунке 1. 

 

 
Рисунок 2 – Детальное распределение зон контактов по выступам упругих колец 

 

Трение между контактными площадками не учитывалось. Светлые широкие полосы 

(отмечены арабскими цифрами) – это части кольца без контакта, между ними расположены 

крупные, более тёмные блоки – это поверхности выступов на упругом кольце, находящихся 

в состоянии проскальзывания. Выпуклость не полностью контактирует с внешним кольцом. 

Из-за сжатия выступ также деформируется (более тёмные области). Данная зона достаточно 

узкая и практически вырождается в прямую линию. Это даёт возможность представить пря-

мую балку, расположенную между выступами, как балку с защемлёнными концами. В разра-

ботанной модели в качестве упрощения зона контакта представлена в виде шарнира, относи-

тельно которого смежные участки могут поворачиваться. Деформация на соответствующем 

сегменте кольца составляет менее 0,1 мм, а размер каждого выступа – 5 мм (0,02 в относи-

тельных величинах), деформация относительно размера сегмента невелика. Пренебрежём ей 

и представим модель, соответствующую сегменту дуги, в виде деформируемой прямой мно-

гоопорной неразрезной балки, схема которой показана на рисунке 3. 
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3 Схематизация упругого кольца 

 

При исследовании упомянутой выше неразрезной балки основными параметрами, оп-

ределяемыми при расчёте упругого кольца, являются концевые моменты и сила реакции в 

узле при деформации кольца (утолщения) за счёт перемещения наружного кольца подшип-

ника.  

Пунктирная линия в первой балке (①) является осью симметрии первой балки и всего 

кольца. Тёмно-серые прямоугольники обозначают внутренние выступы, которые соприкаса-

ются с внешним кольцом. Светло-серые прямоугольники (к ним примыкают шарниры) обо-

значают внешние выступы, соприкасающиеся с наружным кольцом. Длина выступа обозна-

чается, как и на рисунке 1, буквой а. Чёрные прямоугольники представляют собой гладкую 

упругую часть кольца без выступов длиной b. Сегмент I между ① и ② является внешним 

выступом. Из рисунка 2 видно, что оба края внешнего выступа соприкасаются с внешним 

кольцом (выделены прямоугольными рамками).  

 
Рисунок 3 – Принципиальная схема упругого кольца, смоделированного в виде прямой неразрезной 

многоопорной балки 

Поскольку внутренний выступ четвёртой балки упругого кольца расположен в нижней 

полуокружности, никакого давления на него не оказывается, поэтому он действует только 

как продолжение третьей балки упругого кольца при повороте относительно шарнира. 

Такая система является статически неопределимой многоопорной балкой, в которой 

число неизвестных усилий и моментов больше количества уравнений статики. Основным 

приёмом раскрытия статической неопределимости является применение дифференциального 

уравнения изогнутой оси балки и его интегрирование. 

Для этого необходимо исходную неразрезную статически неопределимую балку заме-

нить на статически определимую балку, называемую основной [8, 9], расположив в опорных 

сечениях шарниры (рисунок 4). При этом в них возникнут добавочные неизвестные опорные 

моменты   ,    и    над промежуточными опорами. Эти моменты, а также распределённые 

нагрузки   ,    и   , приложенные к наружным выступам, определяются на основании ре-

шения статически определимой задачи. Методика их расчёта достаточно сложна и громозд-

ка, поэтому в данной статье не приведена. Изгибающие моменты с обеих сторон равны и 

противоположны по знаку. Опорными сечениями будут являться концы внутренних высту-

пов упругих колец. 

 

 
Рисунок 4 – Принципиальная схема модели первого сектора, состоящего из прямых балок  

(основная система) 

Основная балка должна быть спроектирована таким образом, чтобы суммарные пере-

мещения или деформации в шарнирах были равны нулю. Такое условие можно составить для 
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каждой из промежуточных опор и, значит, написать столько добавочных уравнений, сколько 

мы имеем неизвестных опорных моментов.  

 

4 Разработка методики определения средневзвешенной изгибной жёсткости кольца 

 

При расчёте отклонения у и угла поворота θ используется известное уравнение для уп-

ругой линии балки при изгибе [8,9]  

 

   

   
  

 

  
  

 

где Е – модуль упругости, I – момент инерции сечения балки при изгибе. 

Интегрируя последовательно это уравнение, получим для θ и у следующие выражения: 

 

 
 

   
  

  
   

 

  
     

           
 

  
           

  (1) 

 

где С и D – константы интегрирования, определяемые из граничных условий. Например, 

граничное условие для двухопорной балки на шарнирных опорах имеет вид: при    , 

    и    . Отсюда получаем значения для констант интегрирования:     и    . 

Известно, что изгибающий момент равен распределённой нагрузке  , умноженной на 

квадрат длины   и c – константу, определяемую в процессе вычислений (       . Под-

ставляя выражение для момента в формулы (1), получим для угла поворота и перемещения 

следующие выражения: 

 

 
        

  

        
  
  

 

где    и    – константы, генерируемые в процессе вычислений.  

Определим моменты инерции гладкого участка кольца и участка с выступом. Очевид-

но, что для гладкого участка кольца момент инерции (рисунок 5) имеет вид 

 

        , (2) 

 

а для участка с выступом 

 

            . (3) 

 

 
Рисунок 5 – Детальное распределение зон контактов по выступам упругих колец 

Дальнейшие расчёты для одного сектора, содержащего гладкий участок с выступом, 

удобно вести с помощью арифметически средневзвешенной величины, определяемой из-

вестным уравнением: 
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где         – набор чисел с весами        . По аналогии для изгибной жёсткости опреде-

лим её средневзвешенную величину следующим соотношением: 

 

     
                    

        
   

    
 

 

где в качестве значений весов для величин изгибной жёсткости примем длины отрезков раз-

личной толщины. 

Выражение (4) позволяет описать балку с выступом как балку с постоянным сечением с 

использованием всего одного выражения.  

Принимая для материала кольца             Па, получим для изгибной жёсткости 

гладкого участка согласно формуле (2)                 , а для участка с выступом со-

гласно формуле (3)                   . 

Средневзвешенные жёсткости первой балки ① и второй балки ②, показанных на ри-

сунке 4, определяются следующим образом:  

 

            
                    

        
              

 

Средневзвешенная жёсткость третьей балки ③ на рисунке 4:  

 

      
                       

           
              

 

Заключение 

 

1. Проведением численных расчётов показано, что зона контакта по выступам доста-

точно узкая и практически вырождается в прямую линию, что даёт возможность представить 

прямую балку, расположенную между выступами, как балку с защемлёнными концами. 

2. Заменой дугообразных колец моделями прямых балок расчёт жёсткости упругих ко-

лец преобразуется в простую задачу классической механики.  

3. Введено понятие средневзвешенной величины изгибной жёсткости, которая позволя-

ет описать балку с выступом как балку с постоянным сечением с использованием всего од-

ного выражения. 

4. Рассчитаны средневзвешенные величины изгибной жёсткости для гладких участков 

колец и участков с выступами.  
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The study introduces a model of an elastic ring that takes into account contact conditions on bulges. The 

model represents the elastic damping ring as a series of straight beams connected by hinges. The 

methodology proposed herein calculates the average weighted stiffness of sections of the ring containing 

bulges and a smooth elastic part, which is essential for determining the overall stiffness of the entire ring. 
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