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ИССЛЕДОВАНИЕ СТАТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
РАБОЧЕГО ПРОСТРАНСТВА РОБОТА AR600E

Рабочее пространство является одним из наиболее важных параметров 
для оценки гибкости робота и имеет важное значение для оптимизации 
конфигурации робота, планирования движения и управления. В статье 
предложена кинематическая модель манипулятора, основанная на его 
базовой структуре. Установлены системы координат соединений и 
получено прямое кинематическое решение с использованием методов 
Денавита-Хартенберга. На его основе рабочее пространство 
манипулятора анализируется методом Монте-Карло, на основе 
случайной вероятности и программного моделирования MATLAB для 
структурных параметров робота. Составлено облако точек рабочего 
пространства. Учитывая проблему недостаточной точности 
традиционного метода Монте-Карло при расчете рабочего 
пространства робота, был предложен улучшенный метод Монте-Карло 
с использованием Бета-распределения.
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1 В ведение

Рабочее пространство роботизированного 
м анипулятора мож ет быть определено как 
набор полож ений и/или ориентаций, 
которые могут быть достигнуты  его рабочим 
органом, который обычно взаим одействует с 
окруж аю щ ей средой. И зучение рабочего 
пространства очень важно для 
проектирования робота и планирования его 
перемещ ений и является важны м критерием  
для оценки эф ф ективности работы  робота. 
Кром е того, рабочее пространство такж е 
является одним из индикаторов оценки 
рациональности конструкции 
роботизированного механизма. Расчет 
рабочего пространства робота с больш им 
количеством  степеней свободы , с открытой 
кинем атической цепочкой очень сложен, 
сущ ествует три  метода: аналитический, 
графический и численный.

А налитический метод используется для 
расчета аналитических соотнош ений между 
рабочим пространством  робота и 
структурными параметрами с 
использованием  алгебраических уравнений. 
Это дает более точное описание рабочего 
пространства, но результаты  анализа с

использованием  аналитического метода не 
интуитивно понятны. П рим енение 
ограничено, так как вклю чает сложные 
математические вычисления, вклю чаю щ ие 
нелинейные уравнения и инверсию  матриц, 
участвую щ их в кинематике роботов.

Граф ические методы использую т 
графические методы построения для 
нахож дения геометрической рабочей зоны  
робота. Х отя графический метод интуитивно 
понятен, процесс построения становится 
слож ным по мере увеличения количества 
соединений, математические расчеты  
настолько сложны, что их слож но реш ить, а 
представление рабочего пространства не 
является исчерпы ваю щ им, а результат - не 
интуитивны м  и т.д. Эти методы не подходят 
для проекта робота с ш естью  степенями 
свободы. В данной статье представлен 
численны й метод построения рабочего 
пространства робота методом М онте-Карло. 
Он используется для случайной вы борки 
каж дой обобщ енной координаты  робота, 
затем  для каж дой серии значений 
переменны х совместной вы борки реш ается 
задача прямой кинем атики и получается 
набор позиций манипулятора. M A TLA B 
использовался для создания интуитивно
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понятной, быстрой, полной трехм ерной и 
двумерной карты  рабочего пространства. 
Это простой, практичны й и практически 
универсальны й численны й метод оценки и 
проектирования кинем атики манипулятора.

Ш аги по построению  рабочего 
пространства манипулятора на основе 
метода М онте-Карло, описанны е в этой 
статье, вклю чаю т в себя следую щ ее:

1. А нализ структуры;
2. О пределение параметров связей, 

диапазон углов;
3. Ф ормирование системы координат 

Д енавита-Х артенберга [1] и матрицы 
однородных преобразований;

4. О пределение метода отбора проб по 
методу М онте-К арло и построение точек 
рабочего пространства на основе матрицы 
преобразования и значений выборки;

6. М оделирование и определение точек 
отображ ения рабочего пространства на карте 
рабочего пространства.

Робот A R 600E производства российской 
компании Н П О  "А ндроидная техника" [2] 
представляет собой полноразмерную  
антропоморфную , гуманоидную
высокоадаптивную  платформу. Робот 
способен вы полнять задания самостоятельно 
или совместно с человеком, вести простой 
управляемы й диалог, перемещ аться в 
пространстве, заменять человека в лю бых 
видах работ.

Рукав робота представляет собой 
манипулятор с пятью  степенями свободы. 
Блок-схем а показана на рисунке 1.

2 К и н е м а ти ч ес к о е  м о д ел и р о ван и е  
м а н и п у л я т о р а

Х отя манипулятор является м еханизм ом  с 
пятью  степенями свободы, рабочая область 
конечного привода ограничена четы рьмя 
преды дущ ими связями, которые нужно 
изучить. И сходя из особенностей его 
структуры  и подвиж ны х соединений, 
ограничения этих соединений могут быть 
представлены  следую щ им  образом:

1) Д иапазон эфф ективного угла 
соединения. К аж дое соединение имеет 
вращ аю щ ую ся пару. К аж ды й ш арнир имеет 
диапазон вращ ения, указанны й в таблице.

Таблица. Параметры соединений манипулятора

№
узл
а

а! alfa
i

di Fii Диапазон
изменены
й

Узел

м
м

мм м
м

градус
ы

градусы мм

1 0
Pi/2

d1 Fi1 -15...90 d1=19
7

2 0 Pi/2 Fi2 + 
Pi/2

-90_15

3 0 Pi/2 ds Fis -
Pi/2

-45 .45 da =23 
3

4 0 Pi/2 Fi4 + Pi -0_130
5 0 0 d5 Fi5 -45_45 d1=37
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2) Д лина соединения. Ч ем  длиннее 
соединение, тем  больш е рабочее 
пространство робота. Н о размер формы 
робота долж ен быть ограничен, чтобы  он 
м ог адаптироваться к окруж аю щ ей среде. 
Для робота-манипулятора AR-600E: d1 = 320 
мм, d2 = 250 мм, d3 = 150 мм.

И звестно, что полож ение и ориентация 
твердого тела (или системы координат, 
связанной с этим  телом) в пространстве
однозначно определяется шестью
координатами: трем я линейны м и
(декартова) и трем я угловы ми (например, 
углами Эйлера). И спользуя метод, 
предлож енны й в 1955 году учены ми Ж аком  
Д енавитом  и Ричардом  Хартенбергом, 
можно ум еньш ить это число до четырех 
параметров, называемых параметрами 
Денавита-Х артенберга. Это упрощ ение 
достигается за  счет использования
стандартизированного алгоритм а привязки
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систем координат к линиям  м анипулятора 
(рисунок 2).

Рисунок 2. Связи на манипуляторе

П реобразование, описы ваю щ ее конечное 
движ ение от ссылки (i - 1) к ссылке i, может 
быть вы раж ено в следую щ ей 
последовательности элем ентарны х
преобразований, начиная с ссы лки (i - 1):

1. В ращ ение Fi_i вокруг оси z_(i-1);
2. Д виж ение d_i вдоль оси z_(i-1);
3. П ерем ещ ение a_i вдоль оси x_i, 

перемещ ение a_i;
4. В ращ ение a_i вокруг оси x_i.
И спользование однородного

преобразования 4 * 4  для описания 
взаимосвязи геометрии пространства 
каж дого звена по отнош ению  к 
ф иксированной системе отсчета приводит к 
эквивалентной матрице однородного 
преобразования системы координат 
конечного привода по отнош ению  к системе 
отсчета [3]. Он представлен в виде 
произведения четы рех основны х
преобразований:

"%  = R (z ,-v О )Т (Z-1 , d i )Т (X , a i)R (X , a i) =

СО, s o 0 0" "1 0 0 0 "

SO, СО 0 0 0 1 0 0 * (1)
0 0 0 0 0 0 1 d,
0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 a " "0 0 0 0"

0 1 0 0 0 С a i -S at 0

0 0 1 0 0 S a С a i 0

0 0 0 1 0 0 0 0

С О  -G a iSOl S a S O a  С О "

S O  С a lСOl - S a iCOl a S O

0 S a t С a i d

0 0 0 1 (2)

0  1

У множ ая матрицу преобразования для 
каж дого соединения, можно получить 
однородную  матрицу преобразования оте 
конечной системы координат относительно 
базовой системы  координат, как показано в 
приведенном  выш е уравнении. П араметры  
связей и соединений в координатах 
Д енавита-Х артенберга приведены  в таблице 
1.

H  = 0Tn =

i-1

0 1 2 3 4 5
Т1 Т2 Т3 Т4 Т5 Т6

nx a x Px

ny °y a y Py (3)

n °z a z Pz
0 0 0 1

В формуле 3 в м атрице описывается 
ориентация и полож ение конечного привода 
в базовой системе координат. П ервы е три 
столбца описы ваю т угол ориентации конца 
манипулятора, 4-й  - вектор полож ения конца 
манипулятора относительно базовой
системы  координат. П ри задании
структурных параметров манипулятора его 
рабочая область мож ет определяться 
обобщ енны ми координатами qi, поскольку 
из-за ф актической структуры  и ограничений 
привода обобщ енны е координаты  qi не 
могут иметь никакого значения, но есть 
определенны й диапазон:

ч Г  S q i  S ч Г , i s ( 1 .2 ,  ....5 ) (4 )
П редполож им, что начало координатной 

системы  конца манипулятора является 
опорной точкой. Н абор точек, до которых 
манипулятор мож ет добраться, представляет 
собой рабочее пространство м анипулятора 
AR600E.
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x(q ) x q  q ^  q5) '

p = \ y (q ) ■=• y (q l, q2, .., q5)

z (q ) j z q  q2, .., q5) j

q min <  q  <
(5 )

q,max, i  e  (1,2 ,...,5 ) ,
где

x (q )  =  - d 5 [s4 ( s s  -  c c 2c3) +  c c 4s 2 ] +  c ^ d 3

y (q )  =  d 5 [S4(01S3 +  0203S1) -  04S1S2] +  S1S2d 3
z (q )  =  d  -  d 5 (c2c4 +  o3s 2s 4) +  c2d 2

где 5, =  sin(6i), ci =  cos(6») .

М етод М онте-К арло - это численный 
метод, используемы й для реш ения 
математических задач теории случайной 
выборки, который ш ироко используется для 
описания некоторы х ф изических явлений. 
С оединения м анипулятора работаю т в 
пределах его диапазона. К огда они получаю т 
случайные значения, набор всех случайных 
конечны х значений формирует рабочую  
область манипулятора. П оэтому в каждом 
соединении м анипулятора случайные 
значения берутся и подставляю тся в 
кинематические уравнения для вы числения 
позиции. Затем  можно получить трехмерны е 
координаты  конечной точки  манипулятора. 
Н аконец, трехм ерны е координаты  этих 
точек отображ аю тся графически, и мы 
можем получить представление о рабочем  
пространстве манипулятора.

q = q  q2, ...q«]T (6 )
Вектор обобщ енны х координат робота с 

n -степенями свободы (DOF). М етод М онте- 
Карло заклю чается в генерации больш ого 
количества случайны х векторов q и для 
каж дого из них для реш ения прямой 
кинем атической задачи получения 
полож ения XGR3 рабочего тела робота. 
К ом поненты  каж дого случайного вектора 
генерирую тся следую щ им  образом:

qn = qmin +  ( q 7  -  qm n)™ n d ()  (7 )
R an d () функция случайной переменной в 

интервале (0, 1).
П осле создания каждой случайной 

позиции робота необходимо проверить, 
удовлетворяет ли она другим  
дополнительны м  ограничениям, которые

могут сущ ествовать (например, различны е 
части робота не долж ны  пересекаться, или 
рабочий орган долж ен иметь нужную 
ориентацию ). Если все ограничения 
вы полнены , сгенерированная точка X 
сохраняется в виде рабочей области, а набор 
всех сохраненны х точек представляет собой 
дискретное приближ ение рабочей области 
манипулятора.

3 С т а н д а р т н о е  н е п р е р ы в н о е  р ав н о м ер н о е  
р асп ред ел ен и е

О бы чно переменная R and() в уравнении 7 
представляет собой равном ерное случайное 
число в интервале (0, 1). О днако такой 
выбор обычно приводит к неточности и 
неоднородности рабочих зон, в которых 
одни области являю тся очень плотны ми и 
четко определенны ми (область, созданная 
больш им  количеством  точек рабочего 
пространства), в то  время как другие 
области, особенно те, которые находятся 
вблизи границ рабочего пространства, 
слиш ком редки (область с гораздо меньш им 
количеством  точек), что затрудняет 
вы яснение реальной формы рабочего 
пространства.

П ричиной такой неоднородности
плотности рабочего пространства является 
нелинейность прямого кинематического 
преобразования, которое преобразует 
обобщ енную  координату q в координаты  
полож ения рабочего тела [3]. Хотя 
обобщ енны е координаты  распределены 
равномерно, эта однородность не 
сохраняется из-за нелинейности
преобразования q ^  Х. В результате X  
распределяется в соответствии с 
неоднородны м  распределением, которое 
характеризуется вы сокой вероятностью  
(области, в которы х рабочие точки 
создаю тся чаще, например, внутренние 
области, показанны е на рисунке 3), и 
области с низкой вероятностью  (редкие 
области, в которых точки почти не 
создаю тся, как границы  рабочего 
пространства, показанные на рисунке 3).
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Рисунок 3. Точка рабочего пространства

Следует отметить, что, подобная
неравномерная плотность может
использоваться в качестве меры степени 
избы точности робота по всему рабочему 
пространству. Действительно, чем  плотнее 
рабочая область, тем  выш е избыточность, 
поскольку это означает, что рабочий орган 
мож ет быть размещ ен в этой области с более 
ш ироким спектром  конфигураций.

Для исправления этой проблемы  точности 
и увеличения плотности точек на 
разреж енны х участках можно попытаться 
увеличить количество произвольно 
сгенерированны х точек, тем  самым 
увеличив время расчета. О днако это 
неэфф ективное реш ение, так как 
больш инство пунктов все еще приходится на 
регионы  с вы сокой вероятностью . В 
качестве альтернативы, для реш ения этой 
проблемы  и достиж ения больш ей точности 
(особенно вблизи границ рабочего 
пространства можно использовать 
симметричные U -образны е бета-
распределения для вы борки обобщ енны х 
координат вместо использования
однородных распределений.

Ф ункция плотности вероятности бета- 
распределения является очень
универсальны м  способом описания
случайных переменных, значения которых 
ограничены  конечным интервалом  [4]. 
Стандартное бета-распределение случайной 
переменной x на интервале (0,1):

Где а , р  > 0 произвольные
ф иксированны х параметров.

О дним из преимущ еств бета- 
распределения является то, что оно может 
приним ать различны е формы в зависимости 
от значений параметров а  и в, как показано 
на рисунке 4.

Рисунок 4. График бета-функции

Ф ункция постоянного распределения 
вероятностей (горизонтальная линия) 
показывает, что стандартное равномерное 
распределение является особым случаем 
бета-распределения.

И спользуя бета-распределение уравнения 
6, случайная вы борка обобщ енны х 
координат мож ет дать более однородные 
рабочие пространства и с более четко 
определенны м и границами, чем при 
использовании однородных распределений 
(генерирую щ их одинаковое количество 
случайны х точек в обоих случаях). Это 
связано с тем, что во многих случаях 
границы  обычно достигаю тся, когда 
некоторы е углы  соединения достигаю т 
своих пределов. В бета-распределении 
значения около 0 и 1 будут генерироваться 
чаще, чем другие значения. Таким образом, 
больш е векторов обобщ енны х координат q 
будет генерироваться вблизи границ 
соединения. П ри преобразовании этих 
векторов в точки рабочего пространства, 
вблизи границ будет создано больш е точек,
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в результате чего границы будут определены 
более четко (рисунок 5,6).

Рисунок 5. Точка рабочего пространства с бета- 
распределением а  = р = 0,1

легко учиты вает различны е ограничения в 
вычислениях.
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4 З а к л ю ч е н и е

Результаты  моделирования показываю т, 
что предлож енны й метод позволяет 
интуитивно и комплексно определить 
рабочее пространство робота на основе 
моделирования методом М онте-Карло.

М етод М онте-К арло является возмож ны м 
и практичны м для графической генерации и 
анализа достиж им ого пространства. 
О сновные преимущ ества этого метода 
заклю чаю тся в том, что он относительно 
прост, адаптивен к слож ным системам с 
больш им количеством  степеней свободы и
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The workspace is one of the most important parameters for evaluating 
robot flexibility and is important for optimizing robotic configuration, 
motion planning and control. Firstly, a kinematic model of the 
manipulator based on its basic structure was put forward. The systems of 
connection coordinates are established and the direct kinematic solution 
derived using DH methods. On its basis, the working space of the 
manipulator analyzed by the Monte Carlo method, based on random 
probability and software simulation MATLAB for the structural 
parameters of the robot. A cloud of workspace points has been compiled. 
Considering the problem of insufficient accuracy of the traditional Monte 
Carlo method in calculating the working space of the robot, an improved 
Monte Carlo method using the Beta distribution proposed.

Key words: kinematics; monte carlo method; workspace; ar600e
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